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Odvodenie niektorych geometrickych veli¢in z GPS merani

Adel Alfrehat" Janka Sabova a Marcel Mojzes 2

Derivation of some geometric parameters from GPS measurements

Combining GPS and terrestrial data requires a common coordinate system. When the original GPS vectors do not form a network,
the 3D network adjustment can not be performed. In this case, in order to integrate the GPS measurements with the terrestrial
observations and to perform a combined network adjustment, the GPS measurements should be transformed to this common system. The
GPS measurements which are the usual output of the GPS post processing softwares are based on the WGS84 ellipsoid and the S-JTSK
local datum is based on the Bessel ellipsoid. Thus, the reduction of measurements to the S-JTSK mapping plane can not be started from
the measurements resulting from GPS post processing softwares because GPS and S-JTSK don’t have the same ellipsoid. Another view
of this reduction will be described in this paper.

Key word: Datum transformation, reduction of GPS measurements to S-JTSK, stochastic models of the derived measurements.

Vypotet §ikmych dizok z GPS merani s ohPadom na Besselov elipsoid

Prvym krokom pre uréenie dizok z GPS merani v S-JTSK rovine je vykonanie GPS merani na
planovanych bodoch, kde st potrebné dizky. Dalgim krokom je spracovanie GPS dat vhodnym softvérom.
V pripade, ze GPS vektory tvoria siet’, nasleduje vyrovnanie a na zaklade identickych bodov zvolenych
v oblasti GPS merania urcenie transformacnych parametrov medzi GPS a S-JTSK datumami.

Karteziansky stradnicovy systém vsetkych bodov GPS siete [1] je urCovany Molodenského
Badekasovym transforma¢nym modelom.
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Typické transformacné parametre su tri posunutia (AX,AY,AZ), tri roticie (o,,®,,®,) ajeden
mierkovy faktor (S ). Suradnice taziskového bodu medzi identickymi bodmi st X .Y ,Z . Sikma dizka
Sij medzi dvoma GPS zameranymi bodmi 7 a j sa da vypocitat’ s pouzitim danych stiradnic bodov z rovnice
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Redukcia §ikmych diZok na diZky geodetickych &iar na Besselovom elipsoide

DiZku tetivy kruhového oblitka na zvolenej sférickej ploche je dana podla [2] vziahom
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pricom 1 je dizka tetivy kruhového oblika, Sjj je §ikmé dizka vypocitana z rovnice (2), Ahy je elipsoidické
prevySenie dvoch koncovych bodov, h a h st elipsoidické vySky koncovych bodov ziskanych
transformaciou a R je stredny polomer krivosti aproximujucej gulovej plochy, ktorého hodnota pre stredna

geodeticku Sirku ¢ = 48°40" tzemia SR je R,, =6380,076 [2].
Dizka kruhového obluka na Besselovom elipsoide sa d4 vypo¢itat’ podl'a [2] z dizky tetivy

t.
ti;, =2R arcsin 7
2R"l

Redukcia elipsoidickej dizky do S-JTSK roviny

“4)

Elipsoidicku dizku tl;, je dalej potrebné redukovat do S-JTSK roviny na tl.; s pouzitim priemerného

mierkového koeficientu podla [2, 3]

, (ki+4km+kjj,
t.. =| — |t..
ij ij
6
)

kde ka k, sa mierkové koeficienty koncovych bodov dizky a k, je mierkovy koeficient stredu dizky.

Hodnoty mierkovych koeficientov pre Kfovakovo zobrazenie podla [2, 3, 6] udava vztah

k =0,9999 +1,22822036.10 AR’ —3,154041.10 ' AR’

+1,84753.10 AR " —1,1464.10 " AR’ ©6)
pre bod i bod j a dizku ij s pouzitim rovnice (6) plati:

AR =/X'+Y’ R,
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kde R, =1298039.005 je polomer Gaussovej gule, X, X .Y a Y s S-JTSK rovinné saradnice koncovych

bodov ziskané transformaciou. Z nich je mozné priamo vypocitat’ dizku v S-JTSK rovine podla
" 2 2
G=(x, X ) + (1, 1)
(10)

Takto ur¢ené dI'zky z GPS merani v S-JTSK rovine je mozné kombinovat' s meranymi veli¢inami
ziskanymi z terestrického merania a prevedenymi do kartografickej roviny.

Presnost’ S-JTSK dizok uréenych z GPS merani moze byt vypocitana na zéklade zdkona Sirenia chyb
z kovarian¢nych matic kazdého stradnicového typu

as Z(X,Y,Z)l- Z(X,Y,Z)l.(X,Y,Z)j as

i i (11)
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Kovarian¢na matica transformovanych elipsoidickych stradnic je dand podl'a [5]

o(p.2.h) J_ ) L(xy.2)(X1.2), ( 0(p.2.h) JT

= 12
Z(¢,ﬂ,,h) (8(X,Y,Z) a(x,v,z) (12

T
_Z (XY, 2)(X,Y,7), Z(X,Y,Z),

Kovarianéna matica S-JTSK rovinnych sturadnic
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Z(X,Y) - FZ(@E)FT

(13)

kde F podla [7] je vyjadrena vztahom
F_([a(X,Y)J(a(R,D')j(G(D,S')j(a(U,V)jj
“a(r,0) )\ a(p,5) )\ o(u, 7))\ a(e.2) a4

Presnost’ S-JTSK dizok bude nakoniec vypoéitana podla

8t,;' Z(X,Y), Z(X,Y),(X,Y), az;’
(15)

Oy =

e X ) | S e, Zon, o(x,.x

J J

Urcenie 2D suradnicovych rozdielov v S-JTSK rovine z GPS merani

Stradnicové rozdiely AX j aAY; dizky ij v S-JTSK sa daju vypo¢itat’ z S-JTSK rovinnych stradnic
koncovych bodov ij ziskanych transformaciou za ucelom ich integracie so ziskanymi terestrickymi
meraniami a spolocného vyrovnania siete v rovine S-JTSK. Tieto stradnicové rozdiely su

AX; =X, - X,
Aty =Y, -1, (16)

kde X, X ;s Y, YJ st S-JTSK rovinné sturadnice koncovych bodov diiky 1J ziskané transformaciou.

Kovarianéni maticu 2D stradnicovych rozdielov je mozné vypocitat na zaklade zakona Sirenia
variancii podla [5]

{-1 0 1 0} Zix), L), {-1 0 1 0}’ -
) lo 1 0 1 S e, Zoon, JLO 101

(ax;. A%

Urcenie elipsoidickych azimutov, zenitovych uhlov a 3D siradnicovych rozdielov v S-JTSK z GPS
merani

Elipsoidicky azimut a, podla [8]

-AX sin 4 +AY cos 4, (18)
a.. = arctg ‘
v —AX sing cosA —AY sing sin A +AZ. cos @,
ij i i ij i i ij i

kde, AX,AY, a AZ st rozdiely suradnic koncovych bodov dizky ij a @, 4 st elipsoidické stradnice bodu

i ziskané z transformacie.
Zenitovy uhol mdze byt vypocitany zo stradnicovych rozdielov ziskanych transformaciou
a z elipsoidicke;j Sirky a dlzky bodu i [8, 9]

AX cosg, cos A +AY cosgsin A +AZ sing,

Zij = arccos

(19)
\/ AX]+AY] +AZ;

3D suradnicové rozdiely AX i AY;, a AZ, vektora ij sa daju vypocitat’ z kartezianskych stradnic
koncovych bodov ziskanych transformaciou. Tieto suradnicové rozdiely st vyjadrené vztahmi
AX, =X -X
AY, =, ¥
AZ =7 -7, (20)

Kovarian¢ntl maticu 3D stradnicovych rozdielov mézeme vypocitat’ na zaklade zdkona Sirenia chyb [5]
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Z(X,Y,Z), Z(X,Y,Z)‘(X,Y,Z),
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Sikma dizka vektora sa da tiez vypoéitat z kartezidnskych suradnicovych rozdielov ziskanych
transformaciou podla

S. = \/AX% +AY +AZ°
i i i i

(22)

Pri zvazeni rovnic (18), (19) a (20), spolo¢nd kovariancna matica pre (Si/ ,a., a Zl.j) moze byt

vypocitana na zaklade zakona §irenia chyb [5]

T
Z(Si/°aii’zi/) =F2Zavaran ¥

(23)
kde )
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i i i
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Vypocet 3D stiradnicovych rozdielov v lokalnom geodetickom stiradnicovom systéme

Kartezianske suradnicové rozdiely ziskané transformaciou sa daju redukovat do lokalneho
suradnicového systému (obr.1) pomocou rovnic [10]

An; =-AX,, sin @, cos A, — AY; sin ¢, sin A, + AZ; cos g,

(24)
Ae; = —AX, sin A +AY, cos /,
(25)
Au; = AX,; cos ¢, cos A+ AY; cos o, sin 4 + AZ; sin ¢,
(26)

kde AX i MY, a AZ; s suradnicové rozdiely vypocitané z rovnice (20). Alternativny vypocet je mozny

pouzitim Sij A Z,;
Anij = Sij sin Zij cosa;

Aeli = Sii sin Zi/' sin

= 27
Auy =S, cosZ, )
Kovarian¢na matica lokalnych suradnicovych rozdielov sa uskuto¢ni podl'a
T
Z(A":/:Aeu auy) =F Z(AXij Y .0Z;7) F

(28)
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—sing,cos A, —sing,sin4  cosg,
kde F = —sin 4, cos 4, 0
cos @, cos A, cosg sind  sing,
Vyhoda lokélneho suradnicového systému je vtom, ze vSetky 3D rozmery mdzu byt vypocitané
podobne ako v rovnici (27), (28) a (29) z meranych veli¢in totalnymi stanicami. Tieto lokalne systémy mozu

byt kombinované s meraniami GPS technolégiou za Gfelom spoloéného vyrovnania siete metddou
najmensSich Stvorcov.

A

~

Obr. 1. Lokalny topocentricky systém
Fig. 1. Local topocentric system

Kartezianske siradnicové rozdiely mézu byt odvodené z lokélnych sturadnicovych rozdielov ziskanych
totalnymi stanicami a spolo¢né vyrovnanie vykonané v kartezianskom ramci. Tieto suradnicové rozdiely
sa daju vypocitat’ nasledovne:

AX; —sing cosA,  —sind,  cosg cosd, || Any
AY; |=| —singsin4  cosA  cosgsind || Ae;
AZ; cos ¢, 0 sin ¢, Auy; 29

Demonstraény priklad

Ako je znazornené na obr. 2. bolo zvolené 4 body (4, B, C a D) zo SPS siete ako identické body,
ktorych suradnice stt dané v ETRS-89 a v S-JTSK.

Tab. 1. Kartezianské suradnice bodov siete
Tab. 1. Cartesian coordinates of network s points

Bod X [m] Oy [m] Y [m] O, [m] Z [m] 0, [m]
[} 3925071,9186 0,012 1523792,9094 0,007 4774512,3791 0,014
D 3930967,4356 0,011 1518676,4463 0,008 4771310,0568 0,013
B 3930328,3124 0,011 1537722,4424 0,007 4765510,8246 0,013
A 3919823,5905 0,014 1541329,0165 0,009 4773033,7567 0,016
H 3929635,0966 0,010 1526042,7319 0,006 4769844,8011 0,012
F 3926265,9997 0,012 1532099,8242 0,007 4770679,1878 0,014
G 3928567,0091 0,013 1531091,0241 0,007 4769148,9754 0,015
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S pouzitim postupov transforméacie bolo vypocitanych 7 lokdlnych transformaénych parametrov a podla
nich pretransformované stiradnice troch novych bodov F,G,H do S-JTSK roviny. Transformacia stradnic
vSetkych bodov siete na zaklade Molodenského Badekasovho modelu podla rovnice (1) a presnost’ tychto
stradnic je znazornena v tab. 1.

Obr. 2 Konfigurdcia GPS siete
Fig. 2. Configuration of GPS network

Tab. 2. znazorfuje uréené $ikmé dizky vypocitané z transformovanych kartezianskych suradnic
a redukciu tychto dlzok do S-JTSK roviny spolu s ich presnostami podla rovnic (2), (11), (3), (4), (5), (10)
a (15). V siedmom stlpci tab. 2 su S-JTSK dlzky vypocitané z S-JTSK transformovanych rovinnych suradnic.

Tab. 2. urcené Sikmé dlzky vypocitané z transformovanych kartezidnskych siradnic a ich redukcie do S-JTSK roviny
Tab. 2. The slope distances determined from transformed Cartesian coordinates and their reductions to the S-JTSK plane

Dizka S; [m] oy, [m t; [m] f,, [m] y [m] tlj [m] o [m]
AF 11498,9835 0,006 114983362 11498,3377 11497,3666 11497,3674 0,006
BG 7766,2114 0,005 7765,6277 7765,6281 7764,9266 7764,9267 0,005
DH 7627,8611 0,004 7625,5918 7625,5922 7624,9194 7624,9200 0,005
CF 9226,2679 0,005 9224,2697 9224,2705 9223,4880 9223,4883 0,006
CH 6904,3884 0,005 6901,9254 6901,9257 6901,3334 6901,3329 0,005
FG 2941,7463 0,005 2941,5104 2941,5104 2941,2524 29412523 0,004

Tab. 3. obsahuje 2D stradnicové rozdiely niektorych dizok vypogitanych z S-JTSK rovinnych suradnic
ziskanych transformaciou a ich kovarianéné matice, v zmysle rovnice (16) a (17).

Tab. 3. 2D suradnicové rozdiely urcené z GPS merani v S-JTSK
Tab. 3. 2D coordinate differences determined from GPSmeasurements in S-JTSK

Dizka AX, AY [m] Opy» Oxy [m] Z(ar.ay) m]

AF 30369112 0.007 5.12E-05 -8.91E-06
11089.0319 0.006 -8.91E-06 3.83E-05

BG -5692.1382 0.005 2.53E-05 -4.61E-06
5281.4437 0.005 -4.61E-06 2.21E-05

V tabulke 4 st urcené 3D kartezianske stradnicové rozdiely z GPS merani na Besselovom elipsoide
a ich kovarian¢né matice, vid’ rovnice (20) a (21)

Tab. 4. 3D suradnicové rozdiely urcené z GPS merani v S-JTSK
Tab. 4. 3D coordinate differences determined from GPS measurements in S-JTSK

Vektor AX,AY,AZ [m] 2 (ax ay,az) [m]
AF 6442,4092 2,8922E-04 9,7798E-05 2,9698E-04
-9229,1923 9,7798E-05 7,8074E-05 1,1641E-04
-2354,5689 2,9698E-04 1,1641E-04 4,1082E-04
BG -1761,3033 2,3430E-04 8,2457E-05 2,5769E-04
-6631,4183 8,2457E-05 5,5351E-05 1,0063E-04
3638,1509 2,5769E-04 1,0063E-04 3,3811E-04

V tab. 5. su uréené $ikmé dizky, elipsoidické azimuty, zenitové uhly z GPS merani v S-JTSK a ich
kovarian¢né matice, podla (20), (18), (19) a (23).
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Tab. 5. urcené sikmé dizky, elipsoidické azimuty, zenitové uhly z GPS merani v S-JTS
Tab. 5. Slope distances, ellipsoidal azimuths, zenith angles determined from GPS measurement in S-JTSK

(o (o} (o2
Vektor Sy» @y Z; 5,272z, 2(s,.0,.2,) ™
[m]

11498,9835 m 0,0064 4,05E-05 -1,97E-10 1,69E-10

AF 25210 10.89271 0,1227 -1,97E-10 3,54E-13 2,67E-15
90 13 23.0388 04715 1,69E-10 2,67E-15 5.22E-12

7766.2114 m 0,0048 2,33E-05 1,33E-11 _5,28E-10

BG 314 337 19.88981 0,1281 1,33E-11 3,86E-13 -1,58E-16
89 36 502130 0,6403 -5,28E-10 -1,58E-16 9,64E-12

Zmeny v lokdlnom stradnicovom systéme boli vypocitané podl'a rovnic (24) az (26) spolu s ich

kovarianénymi maticami vypoc¢itanymi podl'a (28) a st uvedené v tab. 6.

Tab. 6. 3D lokalne topocentrické suradnicové rozdiely urcené z GPS merani v S-JTSK
Tab. 6. 3D local topocentric coordinate differences determined from GPS measurement in S-JTSK

Vektor Ae, An, Au [m] O pps O pps O, [m] Z(AE,A”’AM)

-3520.9495 0.0063 3.97E-05 -2.72E-08 1.40E-06

AF -10946.5763 0.0069 -2.72E-08 4.75E-05 -7.18E-07
-44.7682 0.0263 1.40E-06 -7.18E-07 6.91E-04

5448.6513 0.0048 2.32E-05 -1.94E-09 7.32E-07

BG -5533.8504 0.0048 -1.94E-09 2.34E-05 -9.28E-07
52.3274 0.0241 7.32E-07 -9.28E-07 5.81E-04

Zaver

Urcované veli¢iny z GPS merani vstupuju do spolo¢ného vyrovnania spolu s meranymi veli¢inami

terestrického merania., potom bude cast’ siete merana GPS technologiou a d’alSia terestrickou metddou,
a vSetky merané veli¢iny budu sucasne vyrovnané (2 D vyrovnanie) v spolo¢nom suradnicovom systéme,
ktory je v naSej situacii S-JTSK, kde musia byt terestrické merané veliciny redukované do tohto spolocného
sturadnicového systému.

Urcované kvazimerané veli¢iny moézu byt kombinované z veli¢in ziskanych terestrickymi meraniami

a 3D vyrovnanie metodou najmensich Stvorcov sa da vykonat’ na Besselovom elipsoide a vysledok tohto
vyrovnania potom redukujeme do S-JTSK roviny.

[1]
(2]

[9]
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