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Analyza trigonometricky meranych prevySeni

Liptak Miroslav® @ Sokol Stefan?

Analysis of trigonometrically measured elevations
Trigonometric height determination employing total stations has found its wider application. With a construction improvement
of total stations the crucial source of systematic errors has become environment where the specific measurement is realized. Varied
optical environments properties by changes of meteorological factors effect vertical refraction which can be regarded as a variable
systematic error.
In submitted article the attention is given to an existence of systematic influences by means of ANOVA tool. Subsequently,
the dependence between systematic errors and changes of meteorological factors is given on the ground of correlation analysis.
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Uvod

Zmeny meteorologickych prvkov ovplyviiuju vacsinu geodetickych merani. Pri trigonometrickych
meraniach prevyseni sa najvyraznejsie prejavuji pri merani zenitovych, resp. vyskovych uhlov, a to v podobe
vertikalnej refrakcie. Vplyv zmien meteorologickych prvkov mézeme pri kratkodobom merani zenitovych
uhlov (niekol’ko skupin) povazovat’ za konstantny, av§ak pri meraniach, organizovanych v ré6znych dennych
dobach, nadobuda tento vplyv premenlivy charakter (Bohm, 1972). To znamend, Ze na vysledky merani
v uréitom podstubore pdsobia priblizne rovnaké systematické vplyvy, pricom medzi jednotlivymi podsibormi
dochadza k vyraznym rozdielom v ich posobeni (Kubackova et al., 1982).

V predlozenom prispevku sa zaoberame existenciou systematickych chyb v stibore merani pomocou
ANOVA nastroja. Suvislost’ medzi zmenami meteorologickych prvkov a pritomnost’ou systematickych chyb
je podana prostrednictvom korelacnej analyzy.

Popis a usporiadanie experimentov

Podkladom pre spracovanie a analyzu st vysledky merani vykonanych pocas roznych dni i v rdéznych
lokalitach. Dizky pozorovanych zamer sa pohybuji priblizne od 130 m az do 230 m. Koncové body
jednotlivych zamer su stabilizované prostrednictvom tazkej stabilizacie, ato pazenymi vrtmi. Vrty
su vyplnené betébnom a na povrchu upravené ako piliere, opatrené ocel'ovou doskou, s otvorom na presné
centrovanie pristrojov a cielovych teréov pomocou upevitujiicej skrutky. Vzhladom na hibkovu stabilizaciu
bodov mézeme predpokladat’, Ze pocas merania nedochadza k zmenam stability pozorovanych bodov.

Vsetky merania sa realizovali v dvojhodinovych ¢asovych odstupoch. Na jednotlivych stanoviskach
sa merali zenitové uhly, vodorovné a ikmé dizky. Jedna meracia jednotka zenitového uhla pozostavala z 10
skupin scielenim v prvej adruhej polohe dalekohladu, ¢o zodpovedd podstiborom s 10 urenymi
prevySeniami. Na zaCiatku kazdého merania zenitovych uhlov boli zaznamendvané hodnoty
meteorologickych prvkov v mieste stanoviska — teplota, vlhkost’ a tlak ovzdusia.

Z meranych zenitovych uhlov a $ikmych diZzok boli vypogitané prevysenia podla rovnice:

y=h,+o0.+Ah—-h, (D
pricom
Ah=d, ~c0tg(zm ) )
kde z" - merany zenitovy uhol urCeny z jednej skupiny,
d, - 8ikma dlzka medzi stanoviskom a ciel'om,
h, - vyska horizontu pristroja nad znackou,
h, -vyska cielovej znacky nad znackou,

0, - oprava zo zakrivenia Zeme.

! Ing. Miroslav Liptak, Katedra geodézie, Stavebna fakulta, Slovenska Technickd Univerzita, Radlinského 11, 813 68 Bratislava,
miroslav.liptak@gmail.com.

2 prof. Ing. Stefan Sokol, PhD. Katedra geodézie, Stavebnad fakulta, Slovenska Technickd Univerzita , Radlinského 11,
813 68 Bratislava, stefan.sokol@stuba.sk.

(Recenzovana a revidovana verzia dodand 3. 11. 2009)

41



Liptak Miroslav a Sokol Stefan: Analyza trigonometricky meranych prevyseni

Schematické usporiadanie vysledkov je uvedené v tab. 1. Zakladny sibor merani pozostava z m
podsuborov  srealiziciami  y;1,¥;5,-.,;;  (i=12,...,m, j=L12,...,J;, J;=10). Hodnoty

meteorologickych prvkov st oznacené x,; (p=12,...,P, P=3).

Tab. 1. Usporiadanie vysledkov experimentu.
Tab. 1. Arrangement of experiment’s results.

Podstibor Prevysenie Pocet Priemer Teplota Vihkost’ Tlak
1 YL V12000 V1, Ji » X X1 X3
2 Y215 Y2250 V2 g, J, V) Xi 2 X X3
m YVmsVm2oeeeees > ym,Jm Jm Ym X1,m X2.m X3.m
Y X X, X3
ANOVA

ANOVA — ANalysis Of VAriance, ¢ize variancna analyza, skiima vztah medzi zavislou intervalovou
premennou a jednou alebo viacerymi nominalnymi premennymi — faktormi. Ulohou varianénej analyzy
je prijat’ alebo zamietnut’ hypotézu o existencii systematického vplyvu v siibore merani na zaklade testovania
hypotézy o rovnosti strednych hodnét podstiborov. Podsubory vznikajii rozdelenim vysledkov zakladného
suboru na zéklade pdsobenia jedného faktora — jednofaktorovd analyza alebo viacerych faktorov —
viacfaktorova analyza.

Usporiadanie nasho experimentu zodpoveda rozdeleniu na zaklade pdsobenie jedného faktora —
spolo¢ného vplyvu meteorologickych prvkov. Zo $tatistického hl'adiska teda pdjde o analyzu m podsuborov,
pri¢om sa predpoklada, ze vybery tdajov na vSetkych trovniach faktora pochadzajii z normalneho rozdelenia

N (,ui o2 )
Predpokladajme, Ze pre pozorované prevysenie plati (Pavelka, Klimek, 2000):
Vi =Hi T & 3)
potom nulova hypotézu formulujeme v tvare:
Hoyim=py=..= py = 1, “4)

kde g, - stredna hodnota prevySenia na i -tej urovni faktora,

&; ;- ndhodna chyba s rozdelenim N (0, w* ), zatazujuca kazdé meranie.

Ak parameter g nahradime suctom g+ a;, mézeme nasledne preformulovat’ testovanu hypotézu H,,

do tvaru:
Hy:ai=ay=...=a, =0, 5)
kde a; je efekt i -tej urovne faktora,
7 — ocakavana hodnota pre kazdé pozorovanie na vsetkych urovniach faktora.

Podstata analyzy rozptylu je zaloZend na rozklade celkovej variability znaku, priCom nezname
parametre sa nahradzaji svojimi bodovymi odhadmi — g —y a a; >y, —y. Celkovy rozptyl,
charakterizovany st¢tom Stvorcov odchylok jednotlivych pozorovani od celkového priemeru, sa da rozlozit

do stétu stvorcov odchylok medzi podsubormi a vnutri jednotlivych podsuborov (Pavelka, Klimek, 2000):
SS.=85,+SS,, (6)

~

m Ji 2 m . mJi Y
SS, :Z (yz',j_J_’) , S8y :zJi '(J’i_J_’)Z . SS, :ZZ(yi,j _yi) , (7
i i=1

i=lj i=1 j=1

Il
—_

kde SS, je celkova variabilita siboru,
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SS, — variabilita medzi urovitami faktora, vyjadrujuca stupeit zmien faktora na meranie,

SS, — variabilita vo vnutri podsuborov, t. j. vnitorna presnost’ merania,

y  —celkovy aritmeticky priemer suboru.

Vysledky analyzy rozptylu sa zvyCajne prezentuju v tabulkovej forme (tab. 2). V tabulke sa uvadza
rozklad celkového suctu Stvorcov odchylok, zodpovedajlice stupne vol'nosti i hodnota testovacieho kritéria.

Tab. 2. ANOVA..
Tab. 2. ANOVA..
Zdroj variability Sucet Stvorcov Stupne vol'nosti Stredny Stvorec T — kritérium
SS MS
Faktor A SS 4 m—1 MS, = 4 T, = 4
m—1 MS,
SS,
Rezidualny SS, J—m MS, = £
J—-m
Celkom SS, J -1

Testovacie kritérium na overenie platnosti hypotézy o rovnosti efektov na vSetkych tirovniach faktora
je definované vztahom (Kubackova et al., 1982):
88, /(m—1)
SS, /(J—m)’
Veli¢ina 7;, ma za predpokladu platnosti nulovej hypotézy Fisher — Snedecorovo rozdelenie

®)

1

pravdepodobnosti s (m—1, J—m) stupfiami vol'nosti. Nulovi hypotézu zamietame na zvolenej hladine
vyznamnosti « , ak pre hodnotu testovacieho kritéria plati:

L2 Fyrgonl@), ©)
kde F, i, » (a) je kvantil Fisher — Snedecorovho rozdelenia na hladine vyznamnosti o s prisluSnymi

stupiiami vol'nosti. Vysledky varian¢nej analyzy st uvedené v tab. 3.

Tab. 3. ANOVA vysledky.
Tab. 3. ANOVA results.

Ditum T S m—1 T Fyt-n(@)
Cas SS, J—m ! a=0,05
3
A -1 RSN 02 49,380 1,836
2 207 VS13-VSI2 o . 57,710 2,140
20402007 VS13- VS8 ot o 14,929 2246
2 2 VS12- VS8 s o 25,505 2246

Na zaklade dosiahnutych vysledkov v tab. 3, zamietame nulovll hypotézu o rovnosti strednych hodnot
a prijimame hypotézu existencie systematickych chyb medzi jednotlivymi podstibormi. Ich suvislost’
s meteorologickymi prvkami vySetrime korelacnou analyzou.

Korelac¢na analyza
Korelacna analyza sa zaobera odhadmi a Statistickymi testami charakteristik viazby (korelacie). Jej

cielom je charakterizovat’ a postdit’ tesnost’ zavislosti medzi dvojicami premennych (jednoducha korelacia),
resp. jednej premennej od ostatnych premennych (mnohonasobna korelacia).

* vysledky merani prevzaté z (Sokol, 2004)
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Jednoducha linearna korelacia

Najjednoduchsou formou korelacie je jednoducha alebo parova linearna koreldcia medzi dvomi
kvantitativnymi premennymi. Silu Statistickej zavislosti dvoch premennych meriame korelaénym
koeficientom (Pearsonov korelacny koeficient). Odhadom korelacného koeficientu znahodného vyberu
je vyberovy korelacny koeficient, ktory vypocitame vzt'ahom:

Sy.x,

rY,Xp :—2 = (10)
SY.SXP

kde sy, X, je vyberova kovariancia a s%, sf(p st vyberové rozptyly premennych. Dosadenim vztahov

za vyberové charakteristiky a Gpravou dostaneme:

m. m
MY Vi Xy = D Vit D Xy
i=l

i=1 i=1 ) (11)

2 2
m _2 m S m m
. —_— . . 2 —_—
m Vi Vi m Xp,i Xp.i
i=1 i=1 i=1

i=1

X, =

Pearsonov korelacny koeficient je mierou linearnej zavislosti a nadobuda hodnoty v intervale (— 1,1>.

V pripade, Ze vSetky pozorovania lezia na stupajicej priamke, sa korelaény koeficient rovna ¢islu 1 a -1, ak
vSetky pozorovania lezia na klesajicej priamke (Rimar¢ik). Kladna hodnota korelaéného koeficientu, tzv.
pozitivna korelacia znamena, ze hodnoty oboch premennych sa menia v rovnakom smere a zaporna
hodnota, tzv. negativna korelicia znamena, 7e sa menia opaénym smerom. Statistick(i vyznamnost
korela¢ného koeficientu testujeme pomocou testovacej Statistiky (Chudy et al., 1999):

‘VY,XF

[ 2
l—ry X,

Nahodna veli¢ina 7,, ma za predpokladu platnosti nulovej hypotézy, H,:ry X, =0, Studentovo

T, - m-2 (12)

t rozdelenie s (m—2) stupfiami volnosti. Na hladine vyznamnosti « zamietame predpoklad o nulovej
korelacii medzi premennymi a prijimame alternativnu hypotézu, H,:ry , #0, ak T, prekroci kriticka
“p

hodnotu tm_z(l—a/ 2). Hodnoty vyberovych korela¢nych koeficientov i testovacich Statistik su uvedené
v tab. 4. Sucastou tab. 4 su aj korelacné koeficienty vyjadrujiuce véizbu medzi meteorologickymi prvkami.

Tab. 4. Vyberové korelacné koeficienty.
Tab. 4. The sample correlation coefficients.

Datum Ty, i Ty.x ., . ; tyo(l—a/2)
. X,X X1, X Xy, X
ZAimera T, 7, T, 2 bl S a=0,05
-0,95 0,88 0,32
8'116;1191?6 -0,96 -0,45 0,56 2,201
9.740 6.000 1.111
-0,93 0,90 0,27
V2561'37;28222 -0,98 -0,47 0,45 2,447
6,362 5,158 0,699
-0,95 0,92 0,37
52'1130;22,0578 -0,96 -0,42 0,40 2,571
6,971 5,167 0,882
-0,96 0,87 0,65
VS12 Vs -0.92 -0,54 0.53 2,571
8,039 3,862 1,891

Mnohonisobna korelicia
Silu védzby premennej Y a celého vektora X = (X X, X p) meriame koeficientom mnohonasobne;j

korelacie. Jeho bodovym odhadom je vyberovy koeficient mnohondsobnej korelécie, ktory ur¢ime vztahom
(Andél 1985):

1y X =\/RY,X ‘Ryx Ryy (13)

44



Acta Montanistica Slovaca Roc¢nik 14 (2009), mimoriadne ¢islo 1, 41-46

kde Ry y je vyberova korelacnd matica ndhodného vektoru X a Ry x, resp. Ry y je riadkovy, resp.

stipcovy vektor vyberovych korelaénych koeficientov v x, premennych ¥ a X, :

Ryx = (rY,Xl vx, Tr.x, ) (14)

Ry y = (rY,X] v x, Tv.x, )T (15)
Pre koeficient mnohonasobnej koreldcie plati 0 <ry x <1, pricom jeho hodnota nie je nikdy mensia ako

absolutna hodnota ktoréhokol'vek jednoduchého korelaéného koeficientu. Testovacia Statistika pre posidenie
Statistickej vyznamnosti ma tvar (And¢l, 1985):

2
_m—P—l Ty x

T
} P l—ryz’X

(16)

Za predpokladu platnosti nulovej hypotézy, H,:ryx =0, ma veli¢ina 7; Fisher — Snedecorovo
rozdelenie s (P,m—P—l) stupiami volnosti. Nulovi hypotézu zamietame a prijimame alternativnu
hypotézu H, :ry x #0,akplati 75 > Fp ,,_p_, (a) . Odhadnut¢ koeficienty mnohonasobnej korelacie st spolu

o svojimi testovacimi Statistikami uvedené v tab. 5.

Tab. 5. Vyberové koeficienty mnohondsobnej koreldcie.
Tab. 5. The sample coefficients of multiple correlation.

Détum Fp m-p-1 (0! )
74 Ty, x T;
Amera a =005
8.6.1986
h 0,95 31,069 3,863
26.7.2007
VSI3 - VSIo 0,95 13,317 6,591
20.10.2007
VS13 - VS8 0,95 9,866 9,277
20. 10. 2007
VS12 - VS8 0,98 21,826 9,277

Parcidlna korelacia

Parcialny korelac¢ny koeficient charakterizuje tesnost’ zavislosti medzi dvomi premennymi pri vyluceni
vplyvu ostatnych premennych. Bodovym odhadom je vyberovy parcidlny korelacny koeficient, ktory
vypocitame pomocou vztahu (Cyhelsky, 1974):

-1
o, ~ Ry X B X Ry x,

Ty x, Xy = 1 (17)

—1 -1
[(l - RY,X([’—I) ' RX([’—I)’X([’—I) ) RX(P—I)’Y). (1 - RXp X(p) ' RX(P—l)sX(P—l) ' RX(ILI)’X;J
Koeficient 7y X, X (oo je mierou korelacie premennych ¥ a X, pri vyluceni vplyvu vektora X(p_)).

Vektor X(p_;) dostaneme z pévodného vektora X vylicenim premennej X, . Parcidlny koeficient moze

nadobudat’ hodnoty z intervalu (— 1,1> . Testovacia Statistika je definovana v tvare (Andél, 1985):

Ty
‘ Y. X, X(pa)

Ty =———— m—(P-1)-2 (18)
1- Ty X, X(p
Veli¢ina T,, mé za predpokladu platnosti nulovej hypotézy, H, :ry, X, Xy = 0, Studentovo
t rozdelenie s (m— (P - 1)— 2 ) stupiiami volnosti. Na hladine vyznamnosti & zamietame nulovu hypotézu
a prijimame alternativnu hypotézu, H, :ry, X, X 0, ak T, prekroci kriticka hodnotu 7,,_(p_;)_, (1 —al2).

Hodnoty vyberovych parcidlnych korelaénych koeficientov so zodpovedajicimi hodnotami testovacich
Statistik st uvedené v tab. 6.
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Tab. 6. Vyberové koeficienty parcialnej korelacie.
Tab. 6. The sample coefficients of partial correlation.

Datum Y, X, X X, X o Ty, X5 X e tm—(P—l)—Z(l_a/z)
Zimera T4 T4 T4 a =0,05
5.6, 19% 20,73 0,15 20,25
- 111 2.262
3217 0.467 077>
6.7 2007 20,67 20,15 20,54 .
VS13-VSI12 1,784 0,306 1,278 ’
20102007 20,65 0,04 20,11 -
VSI3 - VS8 1,463 0,063 0,193 ’
20,10 2007 20,89 031 0,61 o
VSI2- VS8 3,304 0,567 1322 ’
Zaver

V predloZzenom c¢lanku sme sa zamerali na analyzu suborov opakovane meranych prevyseni
trigonometrickou metdédou. Na zaklade jednofaktorovej varianénej analyzy sme preukazali, ze medzi
jednotlivymi podstbormi sa uplatiujii systematické chyby. Na posudenie zavislosti meranych prevyseni
a meteorologickych prvkov boli nasledne vypocitané odhady charakteristik véazby.

Zavislost meranych prevySeni na samostatnom vplyve jednotlivych meteorologickych prvkov bola
vySetrenda pomocou vyberovych korelacnych koeficientov (tab.4). Hodnoty odhadnutych korelacnych
koeficientov poukazuju na silnl negativinu koreldciu v pripade teploty a na druhej strane na silnu pozitivau
korelaciu v pripade vlhkosti. Naproti tomu vSak nemoéZeme zamietnut’ hypotézu, ze merané prevysenia
nezavisia od zmien tlaku ovzdusia.

Pre posudenie zavislosti meranych prevyseni na sthrnnom vplyve meteorologickych prvkov boli
vypocitané vyberové koeficienty mnohonasobnej korelacie (tab.S5). Vyznamnost tejto zavislosti
je preukazana hodnotami testovacieho kritéria, ktoré prekracuju kritické hodnoty vo vsetkych pripadoch.

Dalej boli uréené aj vyberové parcialne koeficienty korelacie, vyjadrujiice zavislost dvoch premennych
pri elimindcii ostatnych vplyvov. Z vysledkov uvedenych v tab. 6 je vidiet, Ze $tatisticky vyznamna zavislost’
existuje medzi meranymi prevySeniami a teplotou pri elimindcii vplyvu vlhkosti a tlaku ovzdusia (pri
zamerach II - II a VS12 — VS8), zatial’ o zavislost’ meranych prevyseni od vlhkosti pri eliminacii vplyvu
teploty a tlaku ako i zavislost’ meranych prevyseni od tlaku pri elimindcii vplyvu teploty a vlhkosti ovzdusia

je Statisticky nevyznamnd. V pripade Statistickej nevyznamnosti koeficienta 7y, X X (o) pri zamerach

VS13 -VS12a VS13 - VS8 predpokladame, Ze tento vysledok je spésobeny malym rozsahom vyberu.
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